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生物信息学

第三章 序列分析的数学基础
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概率模型

 概率模型:一个能够通过不同的概率产生不同结果
的模型。概率模型可以模拟或者仿真某一类型的
所有事件，并且对每个事件赋予一个概率
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 色子模型：一个色子存在6个概率值：p1, p2, …, 
p6，其中掷出i的概率为pi (i=1, 2, …, 6)。因此：
 pi ≥ 0，且

 考虑三次连续的掷色子，结果为 [1，6，3]，则总
概率为：p1p6p3
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概率分布

 考虑连续变量x，例如：物体的重量。重量确切
为1公斤时的概率为0

 变量的区间：P(x0≤x≤x1)
 当区间无限小 -> 0时，上式：

 P(x -δx/2 ≤x≤x + δx/2 ) = f(x)δx
 f(x)称为概率密度函数

 因此：  1

0
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二项分布

 事件只有两种可能出现的结果。例如掷硬币，正面
记为“1”，反面记为“0”

 则掷硬币N次，有k次是1的概率为：
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二项分布 (2)
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平均数E(x) = m

标准方差 Var X=σ2
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酵母的全基因组复制

 基因数量的增加
酵母~6000个基因，人类~21,000个基因

单个基因复制、基因组复制、染色体片段复制

 复制基因与已有基因的功能关系
“新功能形成”：Ohno one-gene-only speeds-up 

(OS) model，一个基因功能不变从而进化慢，另一个
需要产生新功能从而进化快

“亚功能形成”：Both-genes speed-up (BS) 
model，两个基因都只保留原有基因的部分功能，因
此进化速率都快
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酵母的全基因组复制

 复制基因分别的进化速率估算
酵母属的两个种S. cerevisiae (酿酒酵母) 和S. 

bayanus (贝克酵母) ：由K. waltii (克鲁雄酵母)通过
基因组复制后，分别进化形成

克鲁雄酵母ORC1/SIR3：在酿酒酵母和贝克酵母中
都有两个拷贝

 OS模型：其中一个基因进化速率快

 BS模型：两个基因进化速率都快



Bioinformatics, 2020, HUST

酵母的全基因组复制

 作者鉴定了酵母中457对通过全基因组复制产生
的复制基因对（总共914个基因）。在酿酒酵母
中，其中76对有加速进化的现象。“加速进化”
在文中的定义指的是酿酒酵母里氨基酸替代率要
比克鲁雄酵母里高50%。在76对有加速进化的复
制基因对里，其中只有4对是两个基因都加速进
化。因此基因对里只有一个加速进化的为72个基
因（72/76=95%）

 问题：究竟应该怎样算p-value？
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酵母的全基因组复制

 统计模型
 H0为加速进化的基因随机成对，预期出现不少于4对

加速进化

 H1为观察到4对加速进化

 457对复制基因共914个基因，其中72+4*2=80个基
因存在加速进化，因此单个基因加速进化的概率
=80/914=0.088

一对基因同时加速进化的概率为0.088*0.088=0.0077
考虑二项分布，总共457对，观察到4对加速进化

 p-value=BINOMDIST(4,457,0.0077,TRUE) = 0.72
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泊松分布

 稀有事件发生的概率：在一个连续的时间或空间
中，稀有离散变量出现的概率

 N -> ∞, E(x)=Variance=μ
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细菌 vs. 噬菌体
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细菌对噬菌体的应答

 数十亿细菌与噬菌体混合后，几乎所有的细菌将被杀死

 仅有很少的细菌能够存活，生长成克隆，并且对噬菌体

具有特异性抵抗能力

 进化：细菌是否有基因？受到噬菌体攻击如何生存？

 拉马克机制：获得性遗传免疫 假说– 细菌在接触到噬菌体后，

小概率产生抵抗，不需要基因或遗传物质

 孟德尔机制：突变假说



Bioinformatics, 2020, HUST

细菌生存的潜在机制

 孟德尔 – 遗传变异

细菌在噬菌体攻击之前已经具有抵抗能力，不需要与
病毒相互作用，受到攻击时也不产生新的突变

 拉马克 – 获得性遗传免疫
细菌在受到攻击的时候才产生免疫能力
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细菌生存的潜在机制

 拉马克 – 获得性遗传免疫

 具有抵抗能力的细菌在受到攻击时的比例恒定

 泊松分布：每一个抵抗是一个独立的事件

 只有当与病毒接触时才产生免疫

 孟德尔 – 遗传变异

 具有抵抗能力的细菌随时间比例增加

 非泊松分布：抵抗性细菌由紧密相关的个体构成群落
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那种生存机制是正确的？

 两类实验
有抵抗力的细菌，比例是否随时间上升

观察细菌克隆的个数，看抵抗是否与遗传突变相关

在多个烧瓶中培养细菌

从每个烧瓶中取相同量细菌平铺到培养皿，加入等量噬菌体

D1 D2 D3 D4 D5 Dn…

C C …

24-48小时后统计培养皿上克隆的个数
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结果: 方差分析

在每一个实验中，可抵抗细菌的波
动（fluctuation）远比均值高，不
能归因于采样误差，与获得性遗传
免疫的假设冲突

将方差与均值进行比较

 相似培养条件下可抵抗细菌的克隆个数
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例1：鸟枪法的覆盖率

 Lander-Waterman Model
 近似符合泊松分布（Poisson distribution）
 假设：需要测序的BAC长度200 kbp

总共测序的序列数量：N
每次测序：500 bp
每次测序的覆盖率 p：500/200 kbp=0.0025
因此：总覆盖率 C=Np（每个点平均覆盖到的次数）

 Y: 测序能够覆盖到点X的次数

Michael 
Waterman
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鸟枪法：覆盖率

因此：点X被覆盖k次的概率：二项分布~泊松分布

当点X一次都不被覆盖时，k=0; 此时的概率为：
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覆盖率 vs. 准确性
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泊松分布：例2

 某种序列调控信号，在人类基因组上平均每500 
kbp一个。随机给一条1 mbp的序列，在上面发
现5个这样的信号，完全是随机产生的概率是多
少？

 本例中，N=3.0*109 bp -> ∞, E(x)=μ= 2 (1 mbp)

05.0036.0
!5

5)2()5()5(
2


efP

统计性显著：p-value < 0.05
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超几何分布

 与二项式分布的区别：不放回抽样

 例：有N个球，其中红球M个，白球N-M个，每
次拿出一个球再放回，总共n次，其中有m个球
是红球的概率为（二项式分布）：
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超几何分布

上例改为：有N个球，其中红球M个，白球
N-M个，每次拿出一个球不放回，总共n次，
其中有m个球是红球的概率为：

并且，0≤m≤M<N
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超几何分布

上例再改为：有N个球，其中红球M个，白
球N-M个，每次拿出一个球不放回，总共n
次，其中有至少有m个球是红球的概率为：

并且，0≤m≤M<N
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超几何分布

上例再改为：有N个球，其中红球M个，白
球N-M个，每次拿出一个球不放回，总共n
次，其中有 多有m个球是红球的概率为：

并且，0≤m≤M<N
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超几何分布：例

 研究者从26873个人类蛋白质中预测了2264个具
有某种特定功能的底物，并进行进一步的分析。
其中，有421个人类蛋白质具有某种功能结构域
D，而在预测的2264个底物中，有94个蛋白质具
有结构域D

 问：结构域D在2264个底物中是显著出现，显著
不出现，还是随机出现？
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超几何分布：例 (2)

 N = 26873; n= 2264; M = 421; m = 94;
 (m/n)/(M/N) = 2.65
 因此，问题转化：在26873个人的蛋白质中，抓出

2264个蛋白质，其中至少有94个蛋白质具有功能结
构域的概率是多少？
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结果
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统计显著性

 考虑两个假设H0（空假设）和H1（备择假设）

 H0代表随机情况下事件出现的概率

 H1代表当前出现事件的概率

如果H0/H1 << 0.05，则接受H1而不接受H0

 统计显著：p-value < 0.05
 超几何分布的p-value

“完全随机状态下”事件出现的概率，即p-
value=H0

 H1=1
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Ronald Fisher

 英国统计学家、进化生物学家、数学家、遗传学
家和优生学家

 数量遗传学的三个创始人之一

 1918年批评孟德尔的数据过于完美

 Richard Dawkins：达尔文之后 伟大的生物学
家

1890~1962
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Fisher’s Exact Test

超几何分布的精确概率计算：2X2表
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因此，超几何分布计算公式

p-value =

=
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如上例

 a+b+c+d=26873, 
 c+d=2264, 
 b+d=421, 
 d=94，
 因此：

http://www.langsrud.com/fisher.htm
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Fisher’s Exact Test：再例

假设，我们调查了100个学生，比较是否
男生比女生更喜欢玩电子游戏。数据统计
如下：

玩游戏 不玩游戏

男生 45 15
女生 27 13

p-value > 0.05，统计性不显著！
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随机序列模型

假设一个残基a随机出现的概率为qa，并且
该概率独立于其它残基而存在

则对于一段蛋白质或DNA序列：x1x2…xn，
整个序列出现的概率为：qx1qx2…qxn=

n

i xiq
1
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大似然性估计

 概率模型的参数通常是从大的可靠的数据集，即训
练集中估算得到

 例如：通过对Swissprot数据库分析，各个物种中，
20种氨基酸出现的频率

 估算的参数作为概率模型的参数，即 大似然性估
计：充分使用了训练集的数据

 一般的，给定一个模型，包括参数θ以及数据集D，
则对于参数θ的 大似然性估计，要保证P(D|θ)的
大化
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几个主要真核物种中的氨基酸频率
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大似然性的缺点

过训练（over-fitting）
例如：掷色子3次，得到 [6，6，6]，根据

大似然性的模型，则
p1=p2=p3=p4=p5=0; p6=1
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条件、连接、边际的概率

 考虑两个色子D1和D2

 条件概率：用色子D1掷出i的概率为P(i|D1);用色子D2
掷出i的概率为P(i|D2)

 连接概率：随机挑出一个色子的概率P(Dj), j=1,2; 挑
到第j色子且掷出一个i的概率（条件概率）为：
P(i,Dj)= P(Dj)P(i|Dj)。一般定义为：

P(X,Y) = P(X|Y)P(Y)
 边际概率：当条件或者连接概率已知的时候，可以

计算边际概率并去掉一个变量：

 
Y Y
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故事及问题

 某天，Prof. Gene来到拉斯维加斯去旅游，一时兴
起，就去了一个赌场玩两把。游戏是掷色子。但是，
据说这个赌场的荷官不老实，使用了两种色子，其
中99%的色子是正常（fair）的，而1%的色子
（loaded）则使得出现6的概率为50%

 那么，P(6|Dloaded)和P(6|Dfair)是多少？而P(6,Dloaded)
和P(6,Dfair)呢？随机拿到一个色子掷出6的概率是多
少？
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故事及问题

 某天，Prof. Gene来到拉斯维加斯去旅游，一时兴
起，就去了一个赌场玩两把。游戏是掷色子。但是，
据说这个赌场的荷官不老实，使用了两种色子，其
中99%的色子是正常（fair）的，而1%的色子
（loaded）则使得出现6的概率为50%

 那么，P(6|Dloaded)和P(6|Dfair)是多少？而P(6,Dloaded)
和P(6,Dfair)呢？随机拿到一个色子掷出6的概率是多
少？
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Probability

 P(6|Dloaded)=0.5
 P(6|Dfair)=1/6
 P(6,Dloaded)=0.5*0.01=0.005
 P(6,Dfair)=(1/6)*0.99

随机拿到一个色子掷出6的概率:
 P(6,Dloaded) + P(6,Dfair)
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新问题

 Prof. Gene拿起一个色子，连续掷了三次，
都是6，因此，他判断这个色子是loaded。
他这样的判断可靠吗？如果不可靠，那么，
怎样才能判断色子可能是loaded呢？
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贝叶斯理论及模型比较

前向概率（prior probability）：

 P(Dloaded)=0.01 和P(Dfair)=0.99
后向概率（posterior probability）:
P(Dloaded|3个6)

根据条件概率公式：

P(X,Y) = P(X|Y)P(Y)= P(Y|X)P(X) =>

)(
)()|()|(
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XPXYPYXP 
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在本例中：
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其中，n = 3
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结果：

21.0
)99.0()

6
1()(0.01)5.(0
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33

3




个loadedDP

不能判断是否为loaded色子！Prof. Gene判断
的不合理！
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怎样才能认为是loaded色子？

 P(Dloaded|n个6)
四个6：P=0.45
五个6：P=0.71>0.5
当连续掷出5个6以上时，我们认为可能是

loaded！
…
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例2：DNA序列模体

 假设，基因组上存在一种未知的X-box的DNA序
列（例如转录子结合位点、启动子或沉默子等），
包含4个bp。Prof. Gene为了验证这种X-box序列，
实验分析了1000个4 bp的DNA序列，他发现，其
中100个4 bp的DNA序列为真实的、有功能的X-
box序列。对这100个X-box的序列分析，他发现：
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预测：新的序列

 Prof. Gene拿到4条4 bp的序列：

ACTG
ATTT
AGTG
CCGA

计算预测这些序列是不是可能的X-
box序列
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对于给定4 bp的序列
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其中：

P(X-box)=0.1
P(nonX-box)=0.9

25.0boxnonX
xiq
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对于ACTG序列

91.0
)25.0(*9.085.0*097.*7.0*7.0*1.0

85.0*097.*7.0*7.0*1.0)|( 4




 ACTGboxXP
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Perl编程：DNA模体的预测
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预测结果！

 P(X-box|ACTG)=0.91！
 P(X-box|ATTT)=0.08
 P(X-box|AGTG)=0.60
 P(X-box|CCGA)=0.0009!
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Homework 2#: 蕾丝短裤之谜

 李小文院士博文：发现男友衣柜里有一条蕾丝内裤！
男友出轨了吗？

 先验概率：
 P(出)=0.04          来自国家统计局数据

 P(裤|出)=0.5       来自对男友细心程度的估计

 P(裤|未)=0.05     来自对男友各种可能辩护合理性的估计


